Stochastik Wahrscheinlichkeiten

Hypothesentest

Ein Text zum Selbststudium

1. Der Spielwiirfel

1.

Aufgabenstellung

Mr X gibt uns einen Wiirfel, von dem er behauptet, es sei ein ganz normaler, (idealer)
Wiirfel. Wir werfen ihn 30 Mal und es erscheint nur eine einzige 6.

Normalerweise sollten in 30 Wiirfen etwa 5 Sechser erscheinen, denn im Schnitt ist
zu erwarten, dass etwa jede 6. Zahl eine Sechs ist. Das eingetretene Ergebnis (nur
eine einzige 6) ist ziemlich extrem. Wir hegen wegen dieses extremen Ergebnisses den
Verdacht, der betrachtete Wiirfel sei nicht ideal und die Sechs komme zu selten vor.
Wir hegen also den Verdacht, der Wiirfel von Mr X sei gezinkt.

Etwas mathematischer formuliert lautet unser Verdacht: die Wahrscheinlichkeit fiir
eine Sechs ist bei dem betrachteten Wiirfel nicht pg = é , sondern kleiner.

Der vorliegende Text beschreibt eine Moglichkeit, wie man solche extremen Ergebnisse
deutet und wie man verdéachtige Vermutungen bestatigt oder widerlegt.

Vorgehen bei der Losung

Es stehen sich zwei Hypothesen gegeniiber: Mr X behauptet, der Wiirfel sei ideal, es
sei also kein besonderer Effekt vorhanden. Dieser Annahme sagt man Nullhypothese
und bezeichnet sie mit Hy.

Wir hegen hingegen die Vermutung, der Wiirfel sei nicht ideal. Dieser Annahme sagt
man Gegenhypothese und bezeichnet sie mit H;.

Die beiden Hypothesen werden einander gegentiibergestellt und wir werden uns fir
eine der beiden Moglichkeiten entscheiden miissen.

Nochmals, in anderen Worten formuliert: die Nullhypothese H, bezeichnet den Nor-
malfall und der lautet in unserem Beispiel: pg = %; die Gegenhypothese H; bezeichnet
den Verdachtsfall. In unserem Beispiel lautet die Gegenhypothese: pg < %.

Konkrete Berechnung

Nun miissen wir etwas berechnen, damit wir die beiden Hypothesen gegeneinander
abwégen konnen. Da wir nicht wissen, ob der Wiirfel tatsachlich gefilscht ist, gehen
wir vom Normalfall aus, d.h. wir nehmen vorerst an, der Wiirfel sei ideal, es sei kein
besonderer Effekt vorhanden, oder juristisch ausgedriickt, wir starten bei der Un-
schuldsvermutung.

Die nachfolgenden Berechnungen werden also mit der Annahme pg = % durchgefiihrt.
Das eingetretene Ergebnis (nur eine einzige 6) ist ziemlich extrem. Wir betrachten
nun das eingetretene Ergebnis und alle noch extremeren Félle (warum man die noch
extremeren Fille dazunimmt, wird spater begriindet). Wir betrachten also als Ex-
trembereich diejenigen Falle, wo in 30 Wiirfen mit einem Wiirfel hochstens eine 6
erscheint.

Wir berechnen nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Ergebnis aus dem Extrem-
bereich eintritt, also die Wahrscheinlichkeit, mit einem idealen Wiirfel in 30 Wiirfen
hochstens eine 6 zu werfen.

Diese Wahrscheinlichkeit betrégt 2.95% (bitte selber nachrechnen).
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4.

Deuten des Ergebnisses

Die Wahrscheinlichkeit, mit einem idealen Wiirfel auf ein so extremes Ergebnis zu
kommen, ist sehr klein (das war ja zu erwarten). Die Frage ist nun, ob diese Wahr-
scheinlichkeit gentigend klein ist, damit wir berechtigterweise sagen konnen, der Wiir-
fel sei als gefdlscht anzusehen.

Aus verschiedenen Griinden (die hier nicht niher erlautert werden) wéahlt man héufig
eine Grenze von 5%. Unsere erhaltene Wahrscheinlichkeit ist kleiner. Also werden wir
die Nullhypothese Hy verwerfen und zur Gegenhypothese iibergehen. Wir sehen durch
die Berechnung den Verdacht erhartet, dass der Wiirfel von Mr X nicht ideal sei.

Zusammenfassung

Durch das Experiment haben wir ein sehr extremes Ergebnis erhalten, namlich nur
eine 6 in 30 Wiirfen. Wir haben somit den Verdacht, der Wiirfel sei nicht ideal.

Die Wahrscheinlichkeit, mit einem idealen Wiirfel auf ein so extremes oder noch extre-
meres Ergebnis zu kommen, ist ziemlich klein; insbesondere kleiner als 5%. Als Folge
davon werden wir mit einer gewissen Berechtigung annehmen diirfen, der Wiirfel sei
nicht ideal. Wir verwerfen die Nullhypothese.

Eine Miinze mehrfach werfen
Aufgabenstellung

(In diesem Beispiel ist der Text auf die entscheidenden Schritte zusammengekiirzt. )
Wir werfen eine Miinze 24 Mal und es erscheinen 16 Kopf.
Lasst sich aus diesem Ergebnis eine statistisch verwertbare Aussage machen?

Berechnung

Da die Anzahl Kopf unerwartet gross ist (es wéren ja etwa 12 Kopf zu erwarten),
hegen wir den Verdacht, die Miinze sei nicht ideal.

Die Nullhypothese Hy lautet jetzt p = %, die Gegenhypothese H; lautet p > %

Der Extrembereich (das eingetretene Ergebnis und alle noch extremeren Fille) lautet
in diesem Beispiel: mindestens 16 Kopf-Wiirfe in 24 Wiirfen. Unter der Annahme der
Nullhypothese ist die Wahrscheinlichkeit dafir 7.58% (bitte selber nachrechnen).

Schlussfolgerung

Die vorher berechnete Wahrscheinlichkeit ist nun zu gross (insbesondere tiber 5%),
als dass wir die Nullhypothese verwerfen kénnten. Wir werden also die Nullhypothese
beibehalten und die Miinze weiterhin als ideal betrachten.

Weil es wichtig ist, nochmals: die Wahrscheinlichkeit, mit einer idealen Miinze in 24
Wiirfen 16 oder mehr Kopf zu erhalten, betriagt 7.58%, ist also nicht geniigend klein.
Wir bleiben bei der Nullhypothese und betrachten die Miinze als ideal.
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3. Theoriebemerkungen

1.

Testen von Hypothesen

Bei einem Hypothesentest stellt man eine Nullhypothese Hy (diese bezeichnet den
Normalfall) einer Gegenhypothese H; gegeniiber.

Wenn man das Experiment durchgefiihrt hat und ein extremes Ergebnis eingetreten
ist, dann bildet dieses und alle noch extremeren Ergebnisse den Extrembereich. Wir
berechnen dann unter Annahme der Nullhypothese die Wahrscheinlichkeit s dafiir, in
den Extrembereich zu gelangen.

s heisst das erreichte oder beobachtete Signifikanzniveau und stellt also die Wahr-
scheinlichkeit dar, auf ein so extremes Ergebnis zu kommen, wenn man zunéchst
annimmt, dass kein besonderer Effekt vorhanden sei.

Nun stellt sich die Frage, was mit der Zahl s anzufangen ist. Ist s sehr klein (sagen wir,
kleiner als eine Zahl «r), dann wird man einen Effekt vermuten und die Nullhypothese
verwerfen; ist s nicht besonders klein (aus praktischen Griinden: grosser oder gleich
«), wird man die Nullhypothese beibehalten.

Die vorerst unbestimmte Zahl a wird je nach Wichtigkeit des Tests und je nach all-
filligen zu ziehenden Konsequenzen verschieden gross gewihlt werden. Ublich sind
Werte von o = 5% (man spricht dann von einem signifikanten Ergebnis) oder a =
1% (man spricht dann von einem hochsignifikanten Ergebnis).

Da uns das so beschriebene Testverfahren nur gestattet, irgendwelche Abweichungen
(vom Normalfall) als signifikant oder nichtsignifikant zu erklaren, heisst ein solcher
Test auch Signifikanztest.

Eine Bemerkung zum Extrembereich

Warum nimmt man eigentlich fiir den Extrembereich das eingetretene Ergebnis und
alle noch extremeren Falle und nicht nur das eingetretene Ergebnis allein?

Bei sehr vielen moglichen Ergebnissen werden die Wahrscheinlichkeiten jedes einzel-
nen Ergebnisses sehr klein. Folgendes Beispiel moge das illustrieren: wir werfen eine
Miinze 1000 Mal und es erscheinen 497 Kopf. Kaum jemand wird auf Grund dieses
Resultates die Vermutung haben, die Miinze sei nicht ideal, denn ein Ergebnis von
497 Kopf-Wiirfen von 1000 ist nun wirklich vollig normal.

Aber die Wahrscheinlichkeit, genau 497 Kopf-Wirfe zu haben, betragt nur 2.48%
(und das wére ein signifikantes Ergebnis). Hingegen ist die Wahrscheinlichkeit fiir
hochstens 497 Kopf-Wiirfe 43.72%, was den absolut normalen Versuchsausgang be-
statigt.

Noch eine allgemeine Bemerkung

Wenn wir nach dem Durchfiihren des Zufallsexperimentes zum Schluss kommen, H
sei zu verwerfen, dann wird nicht gesagt, Hy sei falsch oder H; sei wahr. Es besteht
nur ein Grund zur Annahme, die Gegenhypothese als die bessere anzusehen.

Analog gilt: wenn Hj beibehalten wird, dann wird auch nicht gesagt, H; sei falsch.
Man wird also stets nur die beiden Hypothesen gegeneinander abwégen und sich fiir
die aufgrund des Ergebnisses giinstigere der beiden Alternativen entscheiden. (In der
Regel ist es in der Mathematik so, dass von zwei gegenteiligen Ergebnissen das eine
richtig und das andere falsch ist. In der Statistik stellt man nur Vermutungen auf, die
sich aus durchgefithrten Versuchen ergeben.)
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4. Angewandte Beispiele

1.

Der Zollner

Beim Zoll passieren 9 Personen, davon sind 4 Schmuggler und 5 ehrliche Leute. Der
Zollner wahlt drei Personen zur Kontrolle aus. Jetzt stellt sich heraus, dass er lauter
Schmuggler er-wischt hat. Handelt es sich somit um einen guten Zollner?

In diesem Beispiel besagt die Nullhypothese: der Zollner wahlt zuféllig; die Gegenhy-
pothese lautet: der Zollner wahlt nicht zuféllig.

Weil der Zollner sicher 3 verschiedene Personen zur Kontrolle auswahlt, miissen wir die
Aufgabe umformulieren und die Wahrscheinlichkeit s wie folgt berechnen: In einem
Behilter befinden sich 9 Kugeln, davon sind 4 rote. Wie gross ist die Wahrschein-
lichkeit, lauter rote Kugeln zu ziehen, wenn man 3 Mal zufillig (das ist Hy) ohne
Zuriicklegen zieht?

Die Wahrscheinlichkeit s betriagt 4.76%, liegt also unter 5%. Somit wird die Nullhy-
pothese verworfen und der Zollner als gut angesehen.

Medikamentenpriifung

(Dieses angewandte Beispiel ist so weit vereinfacht, dass wir die nétigen Berechnungen
sinnvoll anstellen kénnen.) Zur Heilung einer bestimmten Krankheit gab es bisher nur
das bewahrte Mittel A, das mit Wahrscheinlichkeit p = % heilte. Nun wurde von der
Pharmaindustrie ein Mittel B entwickelt und an 25 Patienten getestet. Dabei wurden
22 geheilt. Ist jetzt B als das bessere Medikament anzusehen?

In diesem Beispiel ist die Nullhypothese die vom Medikament A bekannte Wahr-
scheinlichkeit p = %. Die Pharmaindustrie stellt fiir das Medikament B natiirlich die
Gegenhypothese p > % auf. Die zu berechnende Wahrscheinlichkeit kénnen wir nun so
formulieren: Wir setzen vorerst p = % fiir einen Heilungserfolg im einzelnen Versuch,
d.h. am einzelnen Patienten. Das beobachtete Signifikanzniveau s ist dann die Wahr-
scheinlichkeit, in mindestens 22 von 25 Fallen (Heilungs-)Erfolg zu haben. Berechne
selber.

Das Resultat ist s = 9.62% und liegt somit weit tiber o = 5%. Folglich wird man
die Nullhypothese beibehalten, d.h. beim Medikament A bleiben. Das Medikament B
muss noch verbessert und neu getestet werden.
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5. Statistische Fehler

1.

Bemerkung

Zum Schluss des vorliegenden Textes ein paar Bemerkungen zu Fehlern:
Wenn man zwei Hypothesen gegeneinander abwagt, dann kann es sein, dass man sich
fiir die falsche der beiden Hypothesen entscheidet.

Fehler 1. Art

Beim Durchfiithren eines Tests konnte es sein, dass man ein sehr extremes Ergebnis
erhélt, obschon Hj korrekt ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir betrégt genau s. In diesem
Fall begeht man einen Fehler, indem man H, félschlicherweise verwirft. Man sagt
diesem Fehler ein Fehler 1. Art.

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art muss gering gehalten werden, da man Hy
nur verwerfen sollte, wenn gentigend Grund dazu besteht.

Beispielsweise wird man ein bewdhrtes Medikament (= Nullhypothese!) nur dann
absetzen (= H, verwerfen) und durch ein neues Medikament (= H;) ersetzen, wenn
man schr sicher ist (= Signifikanzniveau), dass das neue Medikament wirklich besser
ist (= extrem gutes Testergebnis, z.B. das neue Medikament heilt viel besser).

Fehler 2. Art

Andererseits kann es sein, dass die Gegenhypothese richtig ist, dass man dies aber im
Test gar nicht merkt (weil kein extremes Ergebnis eintritt). Dann begeht man einen
sogenannten Fehler 2. Art, indem man H filschlicherweise beibehélt.

Da man beim Durchfiithren eines Tests meist iiber H; keine genauen Angaben ma-
chen kann, kann man die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art in der Regel nicht
berechnen.

Ein Fehler 2. Art ist meistens auch nicht so schlimm, da man das Bewéhrte, nadmlich
die Nullhypothese, beibehélt.

Dazu ein Beispiel aus der Wirtschaft: eine bewahrte Maschine fiir einen Massenartikel
(z.B. Bolzen) wird man nicht gerade auf den Schrotthaufen werfen, wenn eine zweite,
neue Maschine, etwas bessere Resultate (d.h. etwas weniger Ausschuss) produziert.
Man wird die bewédhrte Maschine (= Nullhypothese) beibehalten.



